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SAZETAK

Jedna od osnovnih zadac¢a inZenjera konstruktora je
dimenzioniranje. Tri su kriterija dimenzioniranja:
¢vrstoca, krutost 1 stabilnost. Prema kriteriju
¢vrstoce naprezanje niti na jednom mjestu ne
smije biti vece od dopustenog naprezanja za

dani materijal i vrstu optere¢enja. Naprezanje je
unutarnja sila raspodijeljena po jedinici povrSine
tijela. Svaka konstrukcija je dimenzionirana

za neko opterecenje. Opterecenje predstavljaju
vanjske sile i momenti koji na nju djeluju.
Kriti¢na mjesta konstrukcije su mjesta s najve¢im
naprezanjima te tamo valja kontrolirati ¢vrstocu.

Lako je zakljuciti zadovoljava li ¢vrstoca na
kriticnom mjestu u slu¢aju jednoosnog stanja
naprezanja, npr. kao kod normalnog naprezanja
pri vlaku ili pri ¢istom savijanju - samo treba
prorac¢unsko naprezanje usporediti s dopustenim
za taj materijal i tu vrstu optereéenja. Problem se
javlja kod dvoosnih i troosnih stanja naprezanja,
uzrokovanih slozenim opterecenjima. Trebalo bi
eksperimentalno utvrditi kriticno naprezanje za
sve moguce kombinacije s, . 0, 7, .

Smisao teorija ¢vrstoée je predvidanje pojave
kriticnog stanja konstrukcijskog elementa
usporedbom proracunskog stanja naprezanja u
promatranom elementu sa mehanickim svojstvima
materijala (vlacna ¢vrstoca ili naprezanje teCenja)
od kojeg je element izraden, a koje je lako odrediti
pomocu kidalice u laboratoriju, izlaganjem testne
epruvete aksijalnom opterecenju. Teorije ¢vrstoce
predvidaju pojavu kriti¢nog stanja (tecenje ili
lom) u slucaju sloZenog statickog opterecenja.

Kljuéne rijeci: teorija cvrstoce, kriticno stanje,
glavna naprezanja, duktilni materijali, krhki
materijali

ABSTRACT

One of the basic tasks of a mechanical engineer

is designing. There are three designing criteria:
strength, stiffness and stability. According to the
strength criterion, the stress may at no point be
higher than the permissible stress for the given
material and type of load. Stress is an internal
force distributed per unit area of the body. Each
construction is designed for a certain load. The
load is represented by external forces and moments
acting on it. The critical points of the construction
are the places with the highest stresss, and that is
where strength should be controlled.

It is easy to determine whether the strength is
satisfactory in the case of a uniaxial state, for
example, as in tensile load or pure bending — all
that is needed is to compare the calculated stress
with the allowable one for that material and that
type of load. The problem occurs with biaxial and
triaxial stress states, caused by complex loads. The
critical stress should be determined experimentally
for all possible combinations 7, : 7, : 7, .

The meaning of strength theories is to predict

the occurrence of the critical state of a structural
element by comparing the actual state of stress

in the observed element with the mechanical
properties of the material (tensile strength or yield
strength) the element is made of, which can be
easily determined with the help of a tensile testing
machine in the laboratory, by exposing the test
specimen to axial load. Strength theories predict
the failure occurrence in the case of complex
static loading.

Keywords: failure theory, failure, principal
stresses, ductile materials, brittle materials
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1. UVOD
1. INTRODUCTION

Stanje naprezanja u nekoj to¢ki moze se opisati
pomocu glavnih naprezanja pa je vecina

teorija naprezanja funkcija glavnih naprezanja
1 mehanickih svojstava materijala od kojeg je
konstrukcijski dio izraden (vlacna ¢vrstoca i
naprezanje te¢enja):

Osnovna podjela materijala s obzirom na
mogucénost deformacije je na krhke i duktilne
materijale. Medutim, duktilnost i krhkost nisu
apsolutne kategorije materijala. Naprimjer,
volfram je krhak na sobnoj temperaturi,

a duktilan na poviSenoj temperaturi.

Nadalje, neki materijali koji su duktilni na
sobnoj temperaturi, postaju krhki na nizim
temperaturama (neki vojni povjesnicari
smatraju da je Napoleonova vojska pretrpjela
velike gubitke u pohodu na Rusiju zbog toga
Sto su kositreni gumbi na uniformama postali
krhki na niskim temperaturama te su pucali,
Sto je uzrokovalo smrzavanje vojnika). Krhki
materijali se samo elasticno deformiraju
(plasti¢na deformacija je zanemariva) te ako
se pretjera s opterecenjem dolazi do loma bez
ikakvog upozorenja (Slika 1).

Kod duktilnih materijala se nakon elasti¢ne
deformacije, ako je opterecenje dovoljno veliko,
javlja velika plasticna deformacija pa tek onda
nastupa lom. Plasti¢na deformacija ukazuje

na prekomjerno opterecenje konstrukcijskog
elementa. Tog upozorenja nema kod krhkih
materijala.

Kriti¢no stanje za krhke materijale je pojava loma,
a za duktilne materijale pojava tecenja (plasticne
deformacije) [1].

Kod krhkih materijala lom se javlja u ravnini
okomitoj na glavno normalno naprezanje o1,
koje je lom i uzrokovalo (slika 1). Kod duktilnih
materijala lom nastaje u ravnini najveéeg
posmicnog naprezanja Tyax koja je pod kutom
od 45° u odnosu na glavna naprezanja; teCenje
ne izaziva naprezanje tecenja R, ve¢ maksimalna
posmicna naprezanja koja se javljaju pri
naprezanju tec¢enja.
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Slika 1 U slucaju vlacnog opterecenja lom krhkog stapa
uzrokovan je normalnim, a duktilnog tangencijalnim
naprezanjem

Figure 1 In the case of tensile load, the fracture of a brittle
rod is caused by normal stress and of a ductile rod by
tangential stress

S obzirom na to da je potrebno posti¢i odredenu
sigurnost u odnosu na kriti¢no stanje, teCenje

ili lom, reducirano (ekvivalentno) naprezanje
kod svih teorija ¢vrsto¢e mora biti manje od
dopustenog naprezanja u slu¢aju jednoosnog
stanja naprezanja (c4op ili 74op)-

U slucaju statickog opterecenja, kada se
opterecenje ne mijenja u vremenu, izrazi za
dopusteno naprezanje vrlo su jednostavni:

Odop = % (za duktilne materijale) i
Oaop =~ (za krhke materijale),

pri ¢emu je:

0dop [MPa] — dopusteno naprezanje
R, [MPa] — granica teCenja (granica razvlacenja)
R, [MPa] — vla¢na ¢vrstoca

S — faktor sigurnosti

Granica tecenja i vlacna ¢vrstoca su kriti¢ne
vrijednosti naprezanja eksperimentalno dobivene
statickim vla¢nim pokusom na kidalici te
prikazane dijagramom naprezanje — deformacija.

Za krhke materijale mjerodavna je vlacna ¢vrstoca,
to je normalno naprezanje kod kojeg dolazi do
loma, na kraju elasticne deformacije. Dopusteno
naprezanje dobijemo tako da vlacnu ¢vrstocu
podijelimo sa sigurnoséu, koja za slucaj statickog
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opterecenja iznosi S = 1,5 do 2,5 (...4). [4]

Za duktilne materijale mjerodavno je naprezanje
tecenja, normalno naprezanje pri kojem se testna
epruveta pocinje produljivati uz privremeno
smanjenje naprezanja [3]. Dopusteno naprezanje
dobijemo tako da naprezanje tecenja podijelimo
sa sigurnoscu, koja za slucaj statickog optereéenja
iznosi S =1,2 do 2. [4]

2. SFERNA I DEVIJATORSKA
KOMPONENTA TENZORA
NAPREZANJA

2. HYDROSTATIC AND DEVIATORIC
COMPONENTS OF THE STRESS
TENSOR

Teorije Cvrstoce viSeosno stanje naprezanja
reduciraju na jednoosno, §to omogucuje usporedbu
tog reduciranog (ekvivalentnog) naprezanja s
dopustenim normalnim naprezanjem te izvodenje
zakljucka zadovoljava li ¢vrstoca ili ne.

Svako stanje naprezanja mozemo rastaviti na
sfernu 1 devijatorsku komponentu. Sferna izaziva
samo promjenu obujma (zato se joS naziva
hidrostatickom komponentom), a devijatorska
samo promjenu oblika, tj. distorziju.

Sferna komponenta matrice naprezanja jednaka
je srednjoj vrijednosti normalnih naprezanja bez
obzira na orijentaciju presjeka tj. koordinatnog
sustava (prva invarijanta tenzora naprezanja):

1 1
0'0=§(0'1+ oy + (73)=§(Gx+ oy + o)

pri cemu je:
o}, 02, 03 [MPa] — najveéa glavna naprezanja

Oy, Oy, Oz [MPa] — normalne komponente
naprezanja u smjerovima osi X,y i z

Pokusi su pokazali da su uzrok tecenja samo
naprezanja koja izazivaju promjenu oblika, a to su
tangencijalna naprezanja. Normalna naprezanja
izazivaju duljinsku (volumnu) deformaciju,

a tangencijalna naprezanja izazivaju kutnu
deformaciju.

Matrica sfernog naprezanja (hidrostaticka
komponenta matrice naprezanja):

o, 0 0
[Gi‘}] = [ 0 o, O ]
0 0 o

Matricu devijatorskog naprezanja dobivamo
oduzimanjem matrice sfernog naprezanja od
matrice naprezanja:

(0, — %)
[sij] = [o] = [o5] = [ Tyx

Txy Txz
(O-y - O-a) Tyz
Tzx Tzy

(O-Z - 0,)
pri ¢emu je:

Ly B Tz Tav Tyz Tzy, [MPa] — posmicne
komponente naprezanja

Dakle stanje naprezanja u bilo kojoj tocki tijela
(konstrukcijskog elementa) mozemo prikazati
kao zbroj sfernog i devijatorskog naprezanja;
to mozemo uciniti koriste¢i glavna naprezanja
ili koriste¢i proizvoljnu orijentaciju presjeka u
promatranoj tocki:

[Ox  Txy Txz oo 0 0
[O-ij] =|%9x Oy Tyz|=|0 o O
[ Tzx  Tzy Oz 0 0 O3

oz 0 O o, 0 O
[oi]=[0 o 0]:[0 o, 0|+

[0 0 o3 0 0 o
(0, — ) 0 0

0 (0, — ) 0

0 0 (05— 0)

ili
Ox xy Txz Op 0 0
[O-ij] = [Tyx Oy Tyz] = [0 Oy, +

Tzx sz Oz 0 0 Oy
(O'x — 0o) Txy Txz

Tyx (O-y - 0y) Tyz

Tzx Tzy (O-Z — 0p)

Kada je o duktilnim materijalima rijec, bitna

je spoznaja da sferna komponenta matrice
naprezanja ne izaziva tecenje materijala (plasticnu
deformaciju).
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3. TEORIJA NAJVECEG
NORMALNOG NAPREZANJA
(RANKINEOVA TEORIJA)

3. THE MAXIMUM NORMAL STRESS
THEORY (RANKINE THEORY)

Prema toj teoriji do kriti¢nog stanja ¢e do¢i kada
jedno glavno naprezanje dosegne vrijednost
vlacne ¢vrstoce ili naprezanja teCenja. Dakle,
mjerodavno je ono koje je najvece po apsolutnoj
vrijednosti. Metoda se nije pokazala dobrom

za duktilne materijale jer je za njih mjerodavno
maksimalno posmi¢no naprezanje (uzrokuje
tecenje materijala). Za krhke materijale daje
dobre rezultate u podrucju vlaka. Za ravninsko
stanje naprezanja to je podrucje prvog kvadranta
(slika 2). Za druge kombinacije glavnih
naprezanja (vlak-tlak, tlak) bolja je Mohrova
teorija. Zbog njene kompliciranosti najcesce se
koristi modificirana Mohrova teorija i Coulomb-
Mohrova teorija.

Za duktilne materijale kriti¢no stanje predstavlja

pojava tecenja (oy,-=R,), a za krhke lom (o,-=0yy).

pri ¢emu je:
o [MPa] — kriti¢no naprezanje
om [MPa] — najvece naprezanje

Uvjet ¢vrstoce za ovu teoriju glasi:

Ockv = Omax = Odop

pri ¢emu je:
Oeky [MPa] — ekvivalentno naprezanje

Omax [MPa] — stvarno glavno naprezanje koje je
najvecée po apsolutnoj vrijednosti

U slucaju razlicite vlacne i tla¢ne Cvrstoce
materijala:

01 < Oyl dop > IU3| < Oy dop

pri Cemu je:
Oyl dop [MPa] — dopusteno vlacno naprezanje
011 dop [MPa] — dopusteno tlacno naprezanje

Na slici 2 prikazane su krivulje ¢vrstocée za slucaj
ravninskog (dvoosnog) stanja naprezanja za
krhki materijal s razli¢itom vlacnom i tlacnom
¢vrstocom. Krhke materijale odlikuje znatno
veca tlatna nego vlacna ¢vrstoca. Kao §to je vec
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receno, daje zadovoljavajuce rezultate samo u
prvom kvadrantu.

ala

Slika 2 Krivulje cvrstoce za dvoosno stanje naprezanja
(drugi prikaz je u bezdimenzijskom koordinatnom sustavu)

Figure 2 Strength curves for the biaxial stress state (the
second view is in the dimensionless coordinate system)

3.1. OBJASNJENJE NEPRIMJERENOSTI
TEORIJE NAJVECEG NORMALNOG
NAPREZANJA ZA DUKTILNE
MATERIJALE

Kada je o duktilnim materijalima rije¢, teorija
najveceg normalnog naprezanja nije u skladu s
opazanjem da je teCenje tj. plasticna deformacija
neovisna o sfernom (hidrostatickom)
naprezanju, tj. ovisi samo o devijatorskom
naprezanju.

Slika 3 dokazuje neprikladnost ove teorije za
duktilne materijale: klizanjem iste Mohrove
kruznice duz apscise dolazi se do granice
tecenja, a maksimalno tangencijalno naprezanje
u navedenom primjeru je u svim polozajima
Mohrove kruznice manje od maksimalnog
tangencijalnog naprezanja kod kojeg dolazi

do tecenja kod pokusa na kidalici (na slici 3
prikazano horizontalnim pravcima 7,,,y). To
Sto se sferno (hidrostaticko) naprezanje 0
mijenja klizanjem Mohrove kruznice nije bitno,
tangencijalno naprezanje je u svim polozajima
isto. Valja napomenuti da predznak posmicnog
naprezanja na Mohrovoj kruznici nije ocit,
pozitivan je kada zakrec¢e element u smjeru
kazaljke na satu, a negativan u obrnutom
slu¢aju. To je u suprotnosti s opéenitim
dogovorom o pozitivhom predznaku svih
posmicnih naprezanja. Predznaci normalnih
naprezanja su uobicajeni - pozitivni za vlak,
negativni za tlak.
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Slika 3 Objasnjenje neprimjerenosti teorije najveceg
normalnog naprezanja za duktilne materijale

Figure 3 Explanation of the inadequacy of the maximum
normal stress theory for ductile materials

4. TEORIJA NAJVECEG POSMICNOG
NAPREZANJA (TRESCINA
TEORIJA)

4. MAXIMUM SHEAR STRESS
THEORY (TRESCA THEORY)

Ova teorija predvida kriti¢no stanje
konstrukcijskog elementa izradenog od duktilnog
materijala. Prema njoj kriticno stanje nastupa
kada maksimalno posmi¢no naprezanje dosegne
vrijednost koja se javlja kod aksijalnog vlacnog
naprezanja u trenutku pojave tecenja.

Tmax = Ttet
pri cemu je:

Tmax [MPa] — maksimalno posmi¢no naprezanje

T;0¢ [MPa] — posmi¢no naprezanje u trenutku
pojave teCenja

Ova teorija je u suglasju s opazanjem da
hidrostatsko naprezanje ne utjece na tecenje. Za
Trescinu teoriju polozaj Mohrove kruznice na
apscisi nije vazan, bitan je samo polumjer koji
odgovara najveéem tangencijalnom naprezanju.
Ako je razlika izmedu glavnih naprezanja mala,
taj polumjer, tj. tangencijalno naprezanje bit

¢e maleno pa nece doci do teCenja materijala

tj. plasticne deformacije bez obzira na velika
normalna naprezanja.

S obzirom na to da je na Mohrovoj kruznici
maksimalno posmi¢no naprezanje jednako
polovici algebarske razlike dvaju po apsolutnoj
vrijednosti najvecih glavnih naprezanja, vrijedi:

Tmax = (O-] - 0-3) /2,

a Tzps j€ pO iznosu upola manji od oy (vidi
Mohrovu kruznicu) pa je i dopusteno posmicno
naprezanje 74,, upola manje od g, te vrijedi:

(01-03) /2 =0dop/ 2.

1z gornje jednadzbe slijedi konacni izraz za
ekvivalentno (reducirano) naprezanje prema
teoriji najveceg posmicnog naprezanja:

Ockv = O - 03 < Odop

U slucaju dvoosnog (ravninskog) stanja
naprezanja, jedno glavno naprezanje jednako

je nuli. Tradicionalno se kod dvoosnog stanja
naprezanja ono glavno naprezanje koje je jednako
nuli oznacava kao o3, iako je to u nesuglasju s
dogovorom prema kojem je o; >0, > 03!

Moguca su tri slucaja (slika 3):

Slucaj 1: preostala dva glavna naprezanja veca su
od nule

01> 0,0,> 0,03 =0 paslijedi:

Ockv = Omax < Odop, pri emu je Oyqx = 07 ili 02,
ovisno o tome koje naprezanje je veceg iznosa.

Slucaj 2: glavna naprezanja suprotnog su
predznaka

Ocky =01 - 02=0op (zao;>0)
Ocky = 02 - 0] < Ogop (za 2> 0)

Slucaj 3: preostala dva glavna naprezanja manja
su od nule

01<0,0,<0,03=0

Ocky = Omax < Odop, PTi C€MU j€ Oppyqy = 07 ili
0, ovisno o tome koje naprezanje je veceg
apsolutnog iznosa.

Krivulja ¢vrstoce (tecenja) za dvoosno tj.
ravninsko stanje naprezanja:
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Slika 4 Krivulja cvrstoce po Trescinoj teoriji (prvi crtez)
i Mohrove kruznice za prikaz najveceg tangencijalnog
naprezanja

Figure 4 Strength curve according to Tresca's theory (first
drawing) and Mohr's circles to show the highest tangential
stress

Ploha ¢vrstoce (teCenja) za troosno tj. prostorno
stanje naprezanja:
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Ploha ¢évrstoce (povrsina tecenja)

Hidrostaticka os

O3 (G1=0,=G3)

Ploha Cvrstoce (ploha Sesterostrane
prizme) prema Trescinoj teoriji

O1

Slika 5 Plohe cvrstoée prema Trescinoj teoriji

Figure 5 Strength surfaces according to Tresca's theory

Na slikama 4 1 5 grani¢ne krivulje i plohe ne
predstavljaju dopusteno naprezanje ve¢ naprezanje
tecenja Re, koje predstavlja pojavu kriticnog stanja
za duktilne materijale.

5. TEORIJA NAJVECE DISTORZIJSKE
ENERGIJE (HMH TEORIJA)

5. DISTORTION-ENERGY THEORY
(HMH THEORY)

Distorzijska energija je onaj dio energije
deformiranja koji je povezan s devijatorskom
komponentom naprezanja, s promjenom oblika.
Rijec je takoder o teoriji koja se primjenjuje kod
duktilnih materijala. Prema toj teoriji do kriti¢nog
stanja (tecenja) dolazi kada distorzijska energija
kod viSeosnog stanja naprezanja dosegne vrijednost
distorzijske energije pri kojoj nastupa tecenje kod
jednoosnog vlacnog pokusa na kidalici.

Energija deformiranja

N
GO~
GOx &L ~
[~ .
. el
\\ - _'r:
w
L. g'*‘ +
< o)
\\*\g* ,>~«._\\
N Ox
a) Dilataciia
b) Distorzija

Slika 6 Prikaz naprezanja koja uzrokuju distorziju i dilataciju

Figure 6 View of stresses that cause distortion and dilatation
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Energija deformiranja je vid potencijalne energije
pohranjene u elasti¢no deformiranom materijalu,
ujedno predstavlja rad unutarnjih sila. Dijeli se na
dilatacijsku i distorzijsku energiju.

Na element sa slike 6, s normalnim naprezanjem
oy, djeluju dvije vlacne sile o dydz. Te sile
produlje element za &ydx.

Rad unutarnjih sila u tom slucaju iznosi:

dW =dU = (oxdydz - exdx) / 2 = ((oxexdV) / 2,
gdje je dV = dxdydz.

pri cemu je:
&y - relativna duljinska deformacija u smjeru osi x
dx, dy, dz [mm] — diferencijali koordinata

dV [mm?] — diferencijal volumena

Izraz je podijeljen s dva jer sila raste linearno od
nule do maksimalne vrijednosti.

Gustocu energije deformiranja dobijemo
dijeljenjem gornjeg izraza s dV:

Up = (0ve5) / 2

Na slici 6 b prikazan je element s posmic¢nim
naprezanjem zy; (z,) na koji djelujuju Cetiri

sile - dvije horizontalne i suprotno usmjerene
na donjoj i gornoj strani elementa (7, dxdy) te
dvije vertikalne i suprotno usmjerene na bo¢nim
stranama (z,,dydz). Ako zamislimo da je donja
strana vezana za okolinu onda je nepomic¢na te
donja sila ne vr$i rad. Boc¢ne sile takoder ne vrse
rad jer je pomak boc¢nih strana okomit na smjer
djelovanja bo¢nih sila.

Dakle, rad vrsi samo gornja sila z,..dxdy:

dW = dU = (tdxdyydz) / 2, gdje je y.dz
pomak gornje strane elementa.
pri cemu je:

7xz — kutna deformacija

Gustoca energije deformiranja iznosi:
dUp = (txzyxd) / 2.

Zakljucujemo da naprezanje o, obavlja rad vezan
uz relativnu deformaciju &y, 0, uz relativnu
deformaciju ¢y, i o, uz relativnu deformaciju ;.
Analogno tome, 7,., obavlja rad vezan uz kutnu

deformaciju yy itd.

Potencijalna energija elasti¢no deformiranog
elementa, tj. rad unutarnjih sila iznosi:

dW =dU = (oxex + 0y6y + 0262 + Topny +
TyYyz T szyzx)d V/2 ,

pri ¢emu je:

Pxy» Vzx — Kutna deformacija
a gustoca energije deformiranja:

UO =U/dV = (O-xgx + 0y&y + 0.8 T TxyYxy +
TyYyz T sz)’zx) /2.

Hookeov zakon povezuje deformaciju i
naprezanje te gustocu energije mozemo izraziti
kao funkciju samo naprezanja ili kao funkciju
samo deformacije.

Ako gustocu energije deformiranja izrazimo kao
funkciju naprezanja, uz proizvoljno izabranu
orijentaciju koordinatnog sustava:

1
U, =ﬁ(o,zc+ o2 + o2) —g(axay + 0,0, + 0,0%)
1
+95 (B + 52+ %)

pri cemu je:

E [MPa] — modul elasti¢nosti

G [MPa] — modul smika

v — Poissonov omjer

Logic¢no je da gustoca energije deformiranja
ne ovisi o orijentaciji koordinatnog sustava pa

ako izaberemo koordinatni sustav Cije osi se
podudaraju s pravcima glavnih naprezanja:

Uy, = %[0% + 05+ 03— 2010, + 03 + a301)] (1)

Dilatacijska i distorzijska energija

Uvrstavanjem komponenti sfernog tenzora
naprezanja u izraz (1) dobivamo gustocu
dilatacijske (hidrostaticke) energije deformiranja
Uon-

__3(1-2v)
Uoh - 2E Gcz) (2)

Gustocu distorzijske energije deformiranja
dobivamo tako da od ukupne gustoce energije
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deformiranja oduzmemo gustoc¢u hidrostaticke
energije:

Uod = Us - Uon 3)

Uvrstavanjem izraza za U, 1 U,y u izraz (3)
dobivamo:

1
Uoa = E[(Oi + 03+ 03)2 — 2005 +

(4)
1-2
GEV(O& + 0y + 03)?

0,03 + 0301)] —

Sredivanjem izraza (4) dobivamo:

1
Upa = G-'I-EV[(O& — )+ (0~ 03)* + (03— a1)?] =
= ﬁ[(oi — &)+ (o —03)’ + (03— )] = (5)

1
=ggAtata)

pri ¢emu je:
7], 72, 73, [MPa] — najveca posmi¢na naprezanja

E =2G(I +v) (meduovisnost Youngovog i
Coulombovog modula)
1= (01-02)/2,
73 = (03-01)/2

= (02-03)/2,
2 = (02-03) ©

Izrazi (6) proizlaze iz izraza za maksimalno
posmic¢no naprezanje dobivenog promatranjem
Mohrove kruznice (ravninsko stanje naprezanja):

Tmax = R = \/(@)2 + ngcy (7

S obzirom na to da racunamo s glavnim normalnim
naprezanjima, tangencijalna naprezanja jednaka su
nuli.

Uvjet ¢vrstoce prema teoriji najvece distorzijske
energije:

Uod < Uod, dop (8)

Uod, dop predstavlja dopustenu gustocu
distorzijske energije kod jednoosnog stanja
naprezanja. Kada u izraz (5) uvrstimo a; = g,
o) = 01 03 = 0:

1+v
Uog, dop = 3g O-gop )

Kada u izraz (8) uvrstimo izraze (9) i (5):
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(o1 — 0'2)2 + (0 — 0'3)2 + (o3 — 0'1)2 < Zotziop

i (10)

1
G = (2101 = 0202+ (03 = )2 + (03— 0] < oy

U slucaju dvoosnog stanja naprezanja:

Oeky = \/O% + G% — 0102 < Oyop

(11)

Cest slu¢aj optereéenja u inzenjerskoj praksi jest
istovremeno savijanje i uvijanje okruglih Stapova.
Tipican primjer takvog slozenog optere¢enja su
vratila.

U tom slucaju, kada na popre¢nom presjeku
Stapa djeluje normalno naprezanje uzrokovano
savijanjem i posmi¢no naprezanje uzrokovano
uvijanjem, na poprecnom presjeku maksimalno
vla¢no 1 maksimalno tla¢no naprezanje djeluju u
tockama medusobno kutno udaljenima za 180°.
Rijec je o tockama koje su najudaljenije od osi
poprecnog presjeka oko koje djeluje savojni
moment, ta os prolazi teziStem poprecnog presjeka.
Maksimalno posmi¢no naprezanje konstantno je
duz cijelog oboda popreé¢nog presjeka.

Izrazi koji slijede vrijede za materijale iste

vlacne i tlaéne ¢vrstoce (poput konstrukcijskog
Celika). Izraz za glavna naprezanja u tocki A u
kojoj djeluje maksimalno tlacno naprezanje i
maksimalno tangencijalno naprezanje (koje je isto
u svim to¢ama na obodu poprecnog presjeka):

op = %(—0+ vV o2 +412),
0, = H-o- VFTEE)

Izraz za glavna naprezanja u tocki B u kojoj djeluje
maksimalno vlacno naprezanje i maksimalno
tangencijalno naprezanje:

o = %(0'+ \/m)

(12)

(13)
oy = %(J—\/O‘Z +422)
Izrazi (12) 1 (13) proizlaze iz opéeg izraza za
glavna naprezanja:
— N2
G =222 4 \/ (Z=2) + 2, (14)

Uvrstavanjem izraza (12) 1 (13) uizraz (11) te
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sredivanjem tog izraza dobijemo:
Ocky = \/O"2 + 372 < O-dop (15)

Izraz (15) Cesto se Kkoristi u inZenjerskoj praksi, ne
samo u slu¢aju kombinacije savojnog i torzijskog
opterecenja (npr. vratila) ve¢ i u slucaju bilo koje
kombinacije opterecenja koja uzrokuje normalna

i tangencijalna naprezanja na istom presjeku (npr.
proracun zavara). Normalna naprezanja mogu biti
uzrokovana Cistim vlacnim ili tla¢nim opterecenjem
i savijanjem, dok tangencijalna naprezanja mogu
biti uzrokovana smicanjem i torzijom.

6. USPOREDBA TEORIJA CVRSTOCE
6. COMPARISON OF FAILURE THEORIES

Slika 7 prikazuje krivulje ¢vrstoce za teorije
¢vrstoc¢e obradene u ovom radu (dodana je i krivulja
¢vrstoce za teoriju najvece duljinske deformacije).
Zorno se vidi da se podrucje sigurnosti prema
Trescinoj teoriji (Srafirano podrucje) nalazi unutar
granica podrucja sigurnosti svih ostalih teorija.

Dakle, kao sto pokazuje slika 8 na kojoj su prikazani
eksperimentalni rezultati u odnosu na teorije
¢vrstoce, teorija najvece distorzijske energije je
najbliza eksperimentalnim rezultatima, ali Trescina
teorija je konzervativnija tj. na strani je sigurnosti.

Za duktilne materijale, kao S$to je ve¢ spomenuto,
Trescina i HMH teorija daju dobre rezultate, dok
krhki materijali dobro slijede teoriju najveceg
normalnog naprezanja.

Rankineova teorija . .
Trescina teorija

— HMH
G2

Gaop

Teorija najvece
duljinske
deformacije

G
Gyop

— |

1 1 |

Slika 7 Krivulje prema razlicitim teorijama cvrstoce

Figure 7 Curves according to different strength theories

!gjop

’7_ ++++
‘+ +

_l_

+
+ + :3'1
n ‘ Gdop
+ + /.
N +
+ + +

Slika 8 Prikaz eksperimentalnih rezultata u odnosu na
razlicite teorije cvrstoce [2]

Figure 8 Presentation of experimental results in relation to
different strength theories [2]

7. ZAKLJUCAK
7. CONCLUSION

Za duktilne materijale kriticno stanje predstavlja
pojava teCenja. Za njih Trescina i HMH teorija
daju dobre rezultate, Sto je dokazano mnogim
laboratorijskim ispitivanjima. Trescina teorija

je prakti¢nija i konzervativnija od HMH teorije
koja se bolje podudara s eksperimentalnim
podacima [2]. Kako je u inzenjerskoj praksi
sigurnost iznimno vazna, to $to je Trescina
teorija konzervativna tj. na strani sigurnosti, ne
predstavlja nedostatak.

Za krhke materijale kriti¢no stanje predstavlja
pojava krhkog loma, kojeg uzrokuje normalno
naprezanje. Teorija najveéeg normalnog
naprezanja daje dobre rezultate samo u podrucju
vlaka. Na primjeru usporedbi krivulja évrstoce
za dovoosno stranje naprezanja, u ¢etvrtom
kvadrantu, u kojem su glavna naprezanja
suprotnog predznaka, Coulomb-Mohrova teorija
daje puno bolje rezultate od teorije najveéeg
normalnog naprezanja, ali jos bolje rezultate
daje modicifirana Mohrova teorija. U podrucju
vlaka sve tri teorije (teorija najveceg normalnog
naprezanja, Coulomb-Mohrova i modificirana
Mohrova) se podudaraju.
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